Topologie (FS 17) D-MATH
Prof. Dr. Wendelin Werner

Losung: Serie 2

1. (a) Beachte dass fiir Teilmengen O, A C E: (i) O C A & A° C 0% (ii)
O € T < O¢ ist abgeschlossen in (E, 7). Daher gilt, unter Anwendung der de
Morganschen Gesetze:

(AO)C:< U 0) = () o°= (]| F=4,
ADOET ADOET AcCF, F abg.

C

(A)° = N r|l= U Fr= | o=@y

ACF, F abg. ACF, F abg. AcDOEeT

(b) Wenn A C B, dann

A= ) oc |J o=p,

ADOET BDO€eT
A= () Fc () F=B
ACF, F abg. BCF, F abg.

(c) ist eine direkte Konsequenz der Definition A° = |J, 5 e U. (d) Wir
haben
A= () F= () U~
ACF, F abg. AcDUET

Daher gilt:

r€A SVYUET:[UCA =zcUf
SYUeT:[zeU=ANU#(].

2. Wir verwenden, dass Y =Y \ Y° ist. Dann ist

a) Y =Y° =Y, daY sowohl offen wie auch abgeschlossen ist und somit gilt

oY = 0.

b) Falls ) #Y # X, dann ist Y° = (), da @ die einzige offene Menge in Y ist.
Analog gilt Y = X und somit 9Y = X. In den trivialen Féllen Y € {0, X}
gilt Y =Y° =Y und 9Y = (.

c) Y=X,Y°=Y,0Y = {2}, da X die einzige abgeschlossene Menge ist die
Y enthélt und Y offen ist.

3. Wenn f : (E1,T1) — (Eo,T3) und g : (E2,T2) — (Fs,7Ts) stetig sind, dann
gilt fiir O € T3: g71(0) € T3 (Stetigkeit von g) und darum (g o f)~1(0) =
Y971 (0)) € T1 (Stetigkeit von f). Alsoist gof : (E1,T1) — (E3,T3) stetig.



4. Wir wissen bereits dass f genau dann stetig ist wenn das Urbild jeder abge-
schlossenen Menge unter f wieder abgeschlossen ist.
“a = b” Wegen A C f~1(f(A)) € £~ (f(A)) bekommen wir A C f~1(f(A)) =
f7Y(f(A)), wobei wir in der letzten Gleichheit die Stetigkeit von f benutzt ha-
ben. Daher gilt f(A) C f(f~1(f(A))) C f(A).
“b = a”: Umgekehrt, sei B C Y abgeschlossen und A := f~!(B). Dann gilt
f(A) € f(A) = f(f~1(B)) C B = B; das heisst, A C f~'(f(4)) C f~1(B) =
A, also ist A abgeschlossen. Dies zeigt die Stetigkeit von f.
“a=c”: Wenn 7 bzw. 7' Topologien auf E bzw. E’ bezeichnen, dann be-
kommen wir unter Benutzung der Stetigkeit von f,

f‘l(Bo)Zf_1< U 0'>: U roye U o=

BD>O'eT! BDO'eT! f~Y(B)DOEeT

“c = a” Sei B CY offen. Dann gilt f~1(B) = f~1(B°) c [f~1(B)]°, also ist
f~1(B) offen. Dies zeigt die Stetigkeit von f.

5. Es bezeichne T C P(E) die Menge welche (), E sowie alle Vereinigungen von
endlichen Durchschnitten von Mengen in U als Elemente beinhaltet. Offen-
sichtlich gilt 4 ¢ T C T(U), letztere Inklusion gilt weil T C S fiir jede
Topologie S auf F mit & C §. Wir miissen nur noch verifizieren dass T eine
Topologie ist. Offensichtlich enthélt T die leere Menge ), den vollen Raum
E, und ist “abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen”. T ist auch “abge-

schlossen unter endlichen Durchschnitten” Wenn Y3, ...,Y, € 7, dann ist V;
fiir jedes 2 = 1,...,n von der Form
}/i = U X(lia
a;€1;

wobei I; eine Indexmenge und X, C E ein endlicher Durchschnitt von Mengen
in U ist, fiir a; € I;. Setze [ := I, x --- x I,,. Dann gilt

JXe= U NXeer

la;el; (a1,..., an)eli=1

denn fiir alle (aq,...,a,) € I ist (;_; X4, ein endlicher Durchschnitt von
Mengen in U.

6. “=" ist klar, denn U’ C T'.“<": Nach Aufgabe 5 besteht 7’ aus (), £/ und allen
Vereinigungen von endlichen Durchschnitten von Mengen in U4’. Wir haben
f7Y0) =0 € T und f~Y(E') = E € T. Weil die Mengenabbildung f~! :
P(E’) — P(F) mit Vereinigungen und Durchschnitten kommutiert, folgt dass
YO € T fiir alle O' € T'; namlich, f~1(0’) ist deswegen eine Vereinigung
von endlichen Durchschnitten von Mengen in 7, und 7T ist eine Topologie.



7. (a)-(c): Der Leser iiberzeuge sich dass Ty tatsdchlich eine Topologie auf Y
ist! Ty ist die durch Iy : Y — (E,T) erzeugte Initialtopologie/schwache To-
pologie, denn 7 ({I;;'(U) : U € T}) = T(Ty) = Ty wegen I,,'(U) =UNY.
(a)-(c) folgen nun aus den entsprechenden Eigenschaften der Initialtopolo-
gie/schwachen Topologie (vgl. Vorlesung vom Donnerstag, 10. Mérz 2016).
(d) Beachte dass Iy : (Y,Ty) — (E,T) stetig ist. Damit ist f|Y = foly :
(Y, Ty) — (E',T) stetig, wenn f : (E,T) — (E’,T') stetig ist (sieche Aufgabe
3).

(e) In der Tat, B ist abgeschlossen in (Y, 7y) < YNB e Ty <3V €T :YN

Bc=UNY &3dUe€T:B=YNB=U°NY & JF abgeschlossen in (E,T) :

B=FnNY.

(f)BETy W T :B=UNY & B¢cT. (Letstere Aquivalenz: “<" ist

trivial (nimm U = B) and “=" ist wahr wenn Y € T .)

Mit (e) bekommen wir: B ist abgeschlossen in (Y, Ty ) < 3F abgeschlossen in (E,T) :

B = FNY < B abgeschlossen in (E,7T) (“<’ nimm F = B; “=" ist wahr

wenn Y abgeschlossen ist).

8. a) Die Menge (0, 1] ist offen in A beziiglich der Teilraumtopologie, da (0,2) N
A = (0, 1], aber nicht offen in R. Nach Aufgabe 7f kénnen wir keine solche
Menge in B finden.

b) Die Mengen A und B sind beide sowohl offen als auch abgeschlossen in Y.
Dies folgt aus den Identitéten

A=(-1,2)nY B=(2,3)NnY
Y\A=B Y\ B=A.

Der Raum Y ist also nicht zusammenhéingend.



